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COLABORACIONES

PREMIO ABEL
DE LAS MATEMATICAS 2023

Por MARIA VICTORIA OTERO ESPINAR y JUAN LUIS VAZQUEZ

Real Sociedad Matematica Espafiola

El matematico argentino Luis Caffarelli, experto en las
ecuaciones diferenciales de la fisica, ha desarrollado una
carrera muy vinculada a Espana. En este articulo, Maria
Victoria Otero Espinar, de la Real Sociedad Matematica

Espanola y profesora en la Universidad de Santiago de

Compostela, Centro de Investigacion y Tecnologia Matematica
de Galicia; asi como Juan Luis Vazquez, de la Real Academia
Espariola de Ciencias y profesor de la Universidad Auténoma

de Madrid y de la Universidad Complutense de Madrid,
analizan sus principales contribuciones. “Los teoremas de
Caffarelli han cambiado radicalmente nuestra comprension
de una amplia clase de ecuaciones en derivadas parciales no

lineales con amplias aplicaciones”, destacan.
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LA ACADEMIA NORUEGA DE CIENCIAS Y
LETRAS ha otorgado el Premio Abel de 2023
a Luis Angel Caffarelli, profesor de la Univer-
sidad de Texas en Austin, (Estados Unidos). El
galardén es considerado como el equivalente
matematico de los Premios Nobel de la Acade-
mia Sueca y se otorga desde 2003 a personas
que hayan hecho contribuciones sobresalientes
a las Matematicas (literalmente, “outstanding

scientific work in the field of Mathematics™).

La citacién de este afio a la obra de Caffare-
Ili dice en concreto: “Por sus contribuciones
seminales a la teoria de la regularidad para
ecuaciones en derivadas parciales no lineales,
en particular en los problemas de frontera li-
bre y la ecuacién de Monge-Ampeére”. Pero sus
contribuciones no se limitan a los campos ya
mencionados, sino que incluyen problemas de
mecénica de fluidos, transporte 6ptimo, ope-
radores no locales y otros multiples temas con
importantes conexiones con otras ciencias.
Ademas, su trabajo sobre la regularidad de las
fronteras libres ha abierto notables vias de in-
fluencia de los métodos geométricos en el ana-

lisis de ecuaciones.

Los problemas de frontera libre aparecen de
forma natural en contextos muy distintos,
desde la filtracién de fluidos, la elasticidad,
estrategias 6ptimas en finanzas, industria
metalirgica, estudio de sistemas de particu-
las en interaccidén en fisica, economia, biolo-
gia y ecologia. Como destacé el matematico
noruego Helge Holden, presidente del comité
Abel: “Luis combiné su brillante conocimiento
geométrico con ingeniosas herramientas anali-
ticas” para abrir un camino pionero en un cam-
po de las matematicas, que hace cuatro déca-
das estaba apenas explorado. Y, mas adelante,
Holden afiadia: “Los teoremas de Caffarelli han
cambiado radicalmente nuestra comprensién
de varias clases de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales que tienen amplias apli-

caciones. Sus resultados son técnicamente vir-
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tuosos y cubren muchas areas diferentes de las

matematicas y sus aplicaciones”.

Biografia

Luis Caffarelli nacié en 1948 en Buenos Aires,
Argentina, se gradué en Matematica en la Facul-
tad de Ciencias Exactas y Naturales de la UBA,
donde también cursé la mi-
tad de la carrera de Fisica.
Se doctor6 en 1972 y reside
en Estados Unidos desde
1973. Sus primeros afos
americanos transcurrie-
ron en Minnesota, lejano y

hermoso estado del Medio

Oeste de clima extremo y
ciencia muy brillante en el
siglo XX. La Universidad de

Minnesota trae excelentes

Luis Caffarelli.
Foto reciente de la
Universidad de Texas

recuerdos a muchos cientificos espafioles de la
generacioén que comenzé su carrera investiga-
dora en los afos 70, especialmente expertos en

economia, medicina y matemadticas.

Luis salté a la fama al final de esa década por
sus sorprendentes trabajos sobre la regulari-
dad de las llamadas “fronteras libres”, cono-
cidas hoy dia por un amplio piblico en buena
parte gracias a su obra. Veremos mas adelante
una breve descripcién de estos conceptos. De
hecho, Luis sorprendié a todo el mundo con el
articulo ‘The regularity of free boundaries in
higher dimensions’, aparecido en 1977 en una
revista del maximo prestigio, Acta Mathema-
tica. Es una obra muy notable que fue la base
de su fama futura. Su novedad y brillantez en
el tratamiento del Problema de Obstaculo son
ya una referencia cldsica en las matematicas
puras y aplicadas, ejemplo paradigmético de
lo que llamamos problemas de frontera libre.
También es necesario resaltar sus aporta-
ciones al Problema de Stefan, que describe

matemadticamente transiciones de fase sélido-



Luis Caffarelli recibe el Premio Abel de manos del Rey Harald de Noruega

liquido; modela entre otras aplicaciones la
evolucién del sistema hielo-agua con su fina in-
terfase de separacidn, tema de aplicacién que
llega al gran piblico a través del proceso de
derretimiento de los glaciares o de los cubitos

de hielo en el agua.

Un segundo trabajo de Luis con gran impacto
lleg6é en 1982, fruto de una colaboracién con
Robert Kohn y Louis Nirenberg, titulado ‘Par-
tial regularity of suitable weak solutions of
the Navier-Stokes equation’, aparecido en la
revista Communications on Pure and Applied
Mathematics en 1982. El trabajo fue realizado
durante su primer periodo como profesor en
el Instituto Courant de Ciencias Matematicas
en Nueva York, uno de los grandes centros de
la investigacién en matemadticas aplicadas en el
mundo. Louis Nirenberg, también Premio Abel
(en 2015), fue su valedor en esos afos y su ami-
go para toda la vida. Pasan los afios y este her-
moso resultado, el teorema conocido como CKN
en honor a sus autores, sigue destacando como

la dltima gran contribucién habida en el estudio

“DESDE HACE MAS

DE DOS SIGLOS EL
NUMERO DE ECUACIONES
DIFERENCIALES, EN

LAS QUE TRABAJA, CON
RELEVANCIA EN LAS
MATEMATICAS, LA FISICA
Y LA INGENIERIA, NO HA
DEJADO DE CRECER”

de la regularidad de las soluciones de las ecua-
ciones de Navier-Stokes para los fluidos visco-
sos, que es uno de los famosos siete ‘Millenium
Prize Problems’ del Clay Mathematics Institute.
Citamos en especial estos dos trabajos porque
la obra de los grandes matematicos va unida a
articulos selectos, conteniendo resultados tras-

cendentales, o a libros con profundas teorias.

Los afios 80 fueron una época prodigiosa para

Luis. Una cascada de articulos con diversos co-
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laboradores le consagré como el mejor repre-
sentante mundial del legado de David Hilbert
(hacia 1900) y Ennio de Giorgi (hacia 1960) so-
bre “cémo estudiar la regularidad inherente a
las soluciones de los problemas del calculo de
variaciones”. Luis afiadia al programa del gran
Ennio el estudio de los problemas de frontera
libre que trataremos en 2.A, los cuales habian
traido de cabeza a los mejores expertos duran-
te la década de los 60 y 70 por su intrincada
combinacién de dificultades de Analisis y Geo-

metria.

Luis es uno de los maximos expertos mundiales
en el campo de las ecuaciones en derivadas par-
ciales no lineales. Desde 1986 a 1996 fue pro-
fesor permanente del Institute for Advanced
Study (IAS), de Princeton, famoso por figuras
legendarias precedentes como A. Einstein, J.
von Neumann y R. Oppenheimer. Luis fue lue-
go profesor del Courant Institute de Ciencias
Matematicas en Nueva York, para trasladarse
finalmente en 1997 a la Universidad de Texas
en Austin, donde ain es profesor. El recono-
cimiento social ha sido continuo y creciente.
Desde 1991 es un referente cientifico en Esta-
dos Unidos y miembro de la National Academy
of Sciences. Ademads, una serie de premios re-
levantes muestran el impacto de sus aportacio-
nes cientificas: en el presente siglo se cuentan
el Rolf Schock Prize, de la Real Academia Sue-
ca de Ciencias (2005); el Leroy P. Steele Pri-
ze “for Lifetime Achievement” de la Sociedad
Matemadtica Americana (AMS, 2009); el muy
prestigioso Wolf Prize in Mathematics (2012);
la Solomon Lefschetz Medal, del Mathemati-
cal Congress of the Americas (2013); de nuevo,
otro Leroy P. Steele Prize, esta vez “for Semi-
nal Contribution to Research” por el articulo
histérico publicado en 1982 con Robert Kohn y
Louis Nirenberg, AMS (2014); asi como el Shaw
Prize in Mathematics, el considerado “Premio
Nobel asidtico” (2018). Se mostrara una breve
pincelada de sus mayores éxitos cientificos en

la siguiente seccién.
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Detalles de su obra matematica

La obra cientifica de Caffarelli se ha desarrolla-
do en el campo matematico de las ecuaciones
en derivadas parciales no lineales, pero hay que
destacar el interés que Luis siempre mostré
por estas conexiones con otras ciencias desde
sus estudios predoctorales. Reproducimos a
continuacién algunos fragmentos de la men-
cién del Premio Abel 2023: “Las ecuaciones en
derivadas parciales surgen naturalmente como
leyes de la naturaleza, desde la descripcién del
flujo de agua al crecimiento de las poblaciones.
Estas ecuaciones han sido objeto constante de
intenso estudio desde los dias de Newton y Lei-
bniz. Sin embargo, a pesar de los esfuerzos sus-
tanciales de los matematicos durante siglos, las
cuestiones fundamentales relacionadas con la
estabilidad o incluso la unicidad y la aparicién
de singularidades, siguen sin resolverse para
algunas ecuaciones clave. A lo largo de mas de
40 anos, Luis Caffarelli ha realizado contribu-
ciones pioneras para descartar o caracterizar
singularidades. Esto se conoce con el nombre
de teoria de la regularidad y captura caracte-
risticas cualitativas clave de las soluciones,
mas alla de la configuracién analitica funcional

original”.

La cita toca dos grandes temas. El primero
son las ecuaciones diferenciales, que aparecen
como el gran motor para describir el movimien-
to de los cuerpos y la variacién de las figuras
geométricas, asi como sus estados de equili-
brio. Estas ecuaciones fueron inventadas como
parte del Célculo Diferencial en el siglo XVII.
En ellas se relacionan determinadas magnitu-
des (Ilamadas variables del sistema) con la tasa
de variacién relativa de estas (es decir, con sus
derivadas). Cuando las variables incégnitas de-
penden de varias coordenadas de espacio y/o
tiempo, las ecuaciones resultantes se llaman
“ecuaciones en derivadas parciales”. Por bre-
vedad, usaremos en adelante la sigla EDP para

designar a tales ecuaciones.



Desde hace mas de dos siglos el ntimero de tales
ecuaciones con importancia en las matemati-
cas, la fisica y la ingenieria no ha dejado de cre-
cer. Hoy dia es quiza la rama mas activa de las
matematicas, y vive uno de sus momentos dora-
dos por la enorme influencia de sus resultados
y técnicas en las méas diversas aplicaciones. Las
ecuaciones en derivadas parciales se utilizan
para describir matematicamente los procesos
que se dan en la naturaleza y en el ambito de las
tecnologias. Las ecuaciones fundamentales de
la Fisica describen fenémenos como las ondas
y vibraciones, los fluidos, el comportamiento
de estructuras, el electromagnetismo, las bases
de la mecanica cuédntica. En temas mas cerca-
nos a la vida diaria hallamos la propagacion
de fenémenos naturales, como son incendios o
tsunamis, o la dindmica de especies invasoras,
o la evolucién de una enfermedad o pandemia
en una poblacién. Mencionemos como gran-
des hitos conocidos del ptiblico las ecuaciones
de Euler para los fluidos, de Maxwell para el
electromagnetismo, de Einstein para la gra-
vitacién, las de Schrédinger y Dirac para la
mecénica cudntica, etc. Dentro de las mismas
matemadticas, tienen profundas conexiones con
otros campos como el célculo de variaciones, la
geometria diferencial, el andlisis armdnico, la
teoria de probabilidad, la teoria geométrica de

la medida, o la matematica computacional.

Ademas, las EDPs en que Luis Caffarelli desta-
c6 son del tipo llamado “no lineal”. Examine-
mos la cuestién. Aunque la Naturaleza ha teni-
do el buen gusto de recurrir a procesos lineales
para muchos de sus modelos basicos, como la
transmisién de ondas o del calor y también las
ecuaciones de la teoria cuantica, hoy se sabe
bien que muchos de los procesos mas impor-
tantes de la ciencia son no lineales, y compren-
der esa dificultad afiadida es la gloria y la cruz
de la profesién matematica actual. En efecto,
muchos fenémenos naturales, desde el movi-
miento de los fluidos hasta las transiciones de

fase, desde la forma del espacio-tiempo hasta

el comportamiento de las acciones en bolsa, no
obedecen realmente a un principio de superpo-
sicién de efectos y algunas de sus “caracteris-
ticas clave” (como, por ejemplo, la turbulencia
en fluidos) son claramente el resultado del ca-
racter “no lineal” de alguna EDP subyacente.
Estas caracteristicas, clave a menudo, se pre-
sentan como “singularidades” donde las ecua-
ciones usadas dejan de tener validez. Ademss,
no hay manera de evitar el problema, pues ta-
les singularidades son inherentes al problema
y es el matematico quien debe comprenderlasy
explicar al cientifico o ingeniero como enfren-
tarlas. Las singularidades no son un engorro
pasajero, al contrario, contienen informacién

importante.

En el mundo de los problemas no lineales no
rige el Principio de Superposicién, que es un
instrumento bésico en la ciencia lineal. Bre-

vemente resumido, en un sistema lineal la res-

“CAFFARELLI HA RESUELTO
INCOGNITAS DE PROBLEMAS
DE MECANICA DE FLUIDOS,
TRANSPORTE OPTIMO,
OPERADORES NO LOCALES
Y OTROS MULTIPLES

TEMAS CON IMPORTANTES
CONEXIONES CON OTRAS
CIENCIAS”

puesta correspondiente a la suma de dos datos
(sean funciones de entrada o fuerzas externas)
es la suma de las respuestas obtenidas con los
datos de las diferentes partes por separado.
Asi sucede por ejemplo en el mundo del anali-
sis de Fourier. Sin embargo, en un sistema no
lineal la respuesta correspondiente a la suma
de dos datos no es la suma de las respuestas

obtenidas con los datos por separado. El pro-

79



FUNDACION RAMON ARECES / NUM. 29

blema con datos generales no se puede reducir
pues a suma de soluciones de ciertos bloques
basicos. Los graficos tipicos del analisis no li-
neal no son superficies planas o lineas rectas,
sino que involucran curvas y superficies mas

arbitrarias.

Afirmamos con satisfaccién que las matemati-
cas de finales del siglo XX han sido excelentes
en el estudio de esos procesos no lineales, que
representan un estadio de dificultad superior
al estudio de los procesos lineales. La no linea-
lidad es una fuente infinita de complejidad y es
origen de multitud de teorias de gran novedad.
El caos, las ondas de choque y los agujeros ne-
gros son objetos relevantes producidos por los

mundos no lineales.

Los teoremas de Caffarelli han cambiado radi-
calmente nuestra comprensién de una amplia
clase de ecuaciones en derivadas parciales no
lineales con amplias aplicaciones. Sus resulta-
dos van al meollo de la cuestién, sus técnicas
muestran al mismo tiempo virtuosismo y sen-
cillez, y cubren muy diferentes dreas de las
matematicas y sus aplicaciones. La unién de la
geometria y la fisica alrededor del andlisis de

las ecuaciones produce paginas de gran belleza.

Describimos a continuacién las principales
contribuciones matematicas de Luis Caffarelli
con mas detalle. El lector menos experto puede
saltar a la seccién 3, al menos en una primera

lectura.

A. Teoria de regularidad para
problemas de frontera libre

Una gran parte del trabajo de Caffarelli se re-
fiere a la cuestion de la regularidad de los lla-
mados problemas de frontera libre. Estos pro-
blemas se dan tanto en procesos estacionarios
como en procesos de evolucién. “Regular” se

refiere a las funciones que aparecen como da-
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tos o soluciones y quiere decir en este contexto
que tales funciones poseen tantas derivadas
como se requieran para poder satisfacer las
ecuaciones en que intervienen. El problema
se plantea porque los procedimientos de solu-
cién suelen recurrir a métodos aproximados o
numéricos, tras lo cual se pasa al limite para
obtener la funcién que es candidata a solucién.
Pero ées esta presunta solucién suficientemen-
te derivable, es decir, suficientemente regular?
Esa es una dificultad esencial que aborda deci-
didamente Caffarelli y a la cual contribuyé du-
rante largos afios. En esta drea las aplicaciones
son multiples y, como es tipico en el método de
analisis de las matematicas puras, hay ciertos
problemas basicos donde se examinan las di-
ficultades esenciales, que tienen enunciados

simples y dificultades grandes.

- “Problema de Obstaculo”. Es el ejemplo
paradigmatico del tipo estacionario.

Imaginemos que nos interesa determinar la
posicién de una membrana eldstica que esta
sometida a distintas fuerzas y sujeta a unas de-
terminadas condiciones en la frontera o borde
que la limita. Segun las leyes de la elasticidad,
la posicién de equilibrio de la membrana viene
descrita por una ecuacién de estado que en el
caso mas sencillo es

Au+f=0 en Q, (E)

donde z=u(x;y) representa la posicién vertical
de la membrana sobre un dominio del plano Q
y f representa las posibles fuerzas actuando
sobre la membrana. Si la funcién z=g(x;y) re-
presenta las condiciones de sujecién impues-
tas sobre la frontera (las llamadas “condicio-
nes de contorno”, CC), es bien conocido en la
teoria de EDPs que la ecuacién (E) junto con
las condiciones de contorno permiten obtener
una solucién unica del problema. Ademas, sif
es bastante regular entonces u también lo es,
aunque las condiciones de contorno no lo sean.

Estas afirmaciones han sido probadas en la



— -

free boundary

contact set

Problema de Obstaculo. Figuras 3 y 4. Membrana sobre un obstaculo.

primera mitad del siglo XX y eran bien conoci-

das y estudiadas afios antes.

El problema de obsticulo surge cuando bajo la
membrana eldstica se sitda un “obstaculo” y
consideramos cémo cambia el analisis anterior
cuando hay puntos en el interior de la membra-
na (no en los bordes) en que ésta toca al obs-
tdculo. Surge entonces una situacién en que el
dominio se divide en dos partes: un conjunto de
contacto en el que la membrana se apoya sobre
el obstaculo y el resto en que la posicién de la
membrana se sitia por encima del obstaculo.
En este ultimo caso, en ese conjunto de no con-
tacto se deben satisfacer las ecuaciones de la
elasticidad por lo que se prueba que la ecuacién
de estado (E) es vilida. En el mejor de los casos
existe una linea clara de separacién entre am-
bos conjuntos. Es la frontera libre, FL, llamada
asi porque no es conocida a priori, es preciso
calcularla como parte de la resolucién del pro-
blema. El problema completo es en este caso
mas complicado: se trata de hallar dos objetos

relacionados:

1) Hallar el conjunto que representa la parte de

la membrana que no se apoya en el obstaculo.

2) Resolver el problema de contorno anterior
(pero ahora solo en el dominio donde no hay
contacto) para hallar la posicién de la membra-
na (pues en el resto la membrana coincide con
el obstaculo). Este es el Problema de Obstaculo
(PO). Resumiendo, el PO es un problema tipico
de Frontera Libre. Su resolucién exige combi-
nar el analisis de ecuaciones con la geometria

diferencial.

Tal combinacién es lo que constituye la difi-
cultad del PO, que ocupé a las mejores mentes
de la especialidad en los afios 1960 y 1970. En
1977 Caffarelli sorprendié a todos con el ya
mencionado articulo en Acta Mathematica,
donde establecié que las soluciones poco re-
gulares (llamadas débiles) del PO obtenidas
por métodos funcionales (por ejemplo minimi-
zando la energia del sistema) son en realidad
funciones regulares lejos de la frontera libre si
el obstaculo y las fuerzas cumplen unas condi-
ciones minimas. Y eso sucede no solo en dos
dimensiones espaciales, sino también en todas
las dimensiones de espacio. Ademads, se de-
muestra que las fronteras libres son (hiper)su-
perficies regulares salvo un posible “conjunto

excepcional” de puntos singulares que son muy
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Problema de Stefan. Figura 5. Sistema agua-hielo y su frontera de separacién.

poco frecuentes (técnicamente, su conjunto es
de medida geométrica baja). Estas singularida-
des no son hipotéticas, se dan en la practica. Se
establece asi la dualidad: regularidad genérica
versus singularidad excepcional, la cual ha ilu-
minado la investigacién matematica en temas
afines desde entonces. La regularidad hallada
es del tipo llamado técnicamente “continuidad
Holderiana” y este fue el campo de excelencia
de Luis Caffarelli (ver detalles de la teoria en
L. Caffarelli. The obstacle problem revisited,
Journal of Fourier Analysis and Applications,
1998).

El resultado que describimos utilizaba méto-
dos muy novedosos que permitieron a Caffa-
relli brindar en afios sucesivos soluciones pe-
netrantes a toda una serie de problemas esta-
cionarios con aplicaciones a interfaces sélido-
liquido, flujos de chorro y cavitacién, y flujos
de gas y liquido en medios porosos, asi como
matemadticas financieras. Los resultados de
regularidad de Caffarelli se basan en ampliar
sucesivamente la zona préxima a la frontera
libre (proceso llamado blow-up) y clasificar las
ampliaciones resultantes, donde las amplia-
ciones no genéricas corresponden a las singu-

laridades de la frontera libre, excepciones a la
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regularidad que pueden darse, pero tienen di-

mensién menor.

- “Problema de Stefan” (PS). Como ejem-
plo mas tipico de problema evolutivo con una
frontera “libre” a determinar se considera el
problema del hielo que se derrite en agua, lla-
mado “Problema de Stefan” en honor al gran
fisico-matematico Josef Stefan. Se trata de un
problema de los llamados de transicién de fase.
Aqui la frontera libre es la interfaz entre dos
fases de un medio, el agua y el hielo. Esa in-
terfaz es otra incégnita del problema, es decir
parte de lo desconocido que ha de ser determi-
nado y cuya localizacién es de hecho el resulta-

do més interesante.

Al ser esa interfaz una frontera libre mévil con
el tiempo, se la puede denominar més precisa-
mente “frontera libre mévil”. El PS es el pro-
blema tipo en la descripcién matematica de
las transiciones de fase, con aplicaciones que
incluyen la ecologia, las finanzas y la industria
entre muchas otras.

- Ecuacion de los medios porosos (EMP).
Otro ejemplo muy conocido hoy dia lo propor-

ciona el problema de evolucién correspondiente



al estudio del flujo de agua que se filtra a través
de un medio poroso. De nuevo, se debe hallar
la interfaz entre la parte saturada y la no satu-
rada del medio. La ecuacidén aparece en los ga-
ses compresibles siguiendo la ley de Darcy, y se
aplica en yacimientos de hidrocarburos. Como
parte del problema hay una frontera libre mévil
cuya situacién se debe calcular (de interés en
ingenieria) y cuya regularidad como superficie
geométrica se debe establecer (de interés en
matematicas). Este problema es el comienzo de
una amplia teoria de difusiones degeneradas en

que Caffarelli fue figura dominante.

Citemos para terminar esta seccién los proble-
mas de flujos en chorro y en cavidades y el pro-

blema del dique que famoso en los aios 60 y 70.

B. La regularidad de los fluidos
viscosos, ecuaciones de Navier y
Stokes

Hemos dicho que en 2014 la Sociedad Ameri-
cana de Matematicas (AMS) concedié el Pre-
mio Leroy P. Steele, una de las més altas distin-
ciones en matematicas, a Luis Caffarelli junto
con Robert Kohn y Louis Nirenberg. Lo hizo
por su “contribucién seminal a la Investiga-
cién”, siendo honrados por su articulo de 1982
en Communications antes mencionado sobre la
regularidad o posible singularidad de las solu-
ciones de las ecuaciones de Navier-Stokes que
rigen el movimiento de los fluidos. Dice la men-
cién: “Este articulo fue y sigue siendo un hito
en la comprensién del comportamiento de las
soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes
y ha sido una fuente de inspiracién para una

generacién de matematicos”.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son funda-
mentales para la comprensién matematica de
la dindmica de fluidos y son uno de los siete Mi-
llenium Prize Problems del Clay Mathematics
Institute. El trabajo de Caffarelli-Kohn-Niren-

Figura. 6. Ejemplo de fluido turbulentO

© C. Fukushima and J. Westerweel

berg aborda el tema de la posible aparicion de
singularidades. Es decir, se trata de decidir sia
partir de unos datos iniciales muy regulares el
fluido incompresible viscoso evolucionara (de
acuerdo con las ecuaciones de Navier-Stokes)
en forma de una solucién que sigue siendo re-
gular con el paso del tiempo, o bien si pueden
aparecer algunas singularidades que respon-
derian a formas enrevesadas caracteristicas de
los flujos turbulentos, tal como a veces vemos
en la atmédsfera o en los procesos de combus-
tién. Esta posibilidad abriria prometedoras

vias de progreso a la teoria de la turbulencia.

El resultado CKN es un resultado de regulari-
dad parcial: afirma que cabe atin la posibilidad
de que aparezcan singularidades al cabo de un
tiempo, pero en todo caso el conjunto de los
puntos singulares en el espacio-tiempo es muy
fino o poco denso (técnicamente, es de medida
geométrica muy baja), en particular no puede
contener ninguna curva. La posible turbulencia
singular de Navier-Stokes seria pues de natu-
raleza excepcional, si es que se da. El resultado
fue un gran avance en la comprension de estas
ecuaciones y ha motivado muchos desarrollos
y simplificaciones posteriores. Pero los avan-
ces realizados desde 1982 hasta hoy no tienen
en absoluto la entidad del resultado de CKN. El

problema de regularidad total esta atin abierto.
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C. Problemas completamente no
lineales. Ecuaciéon de Monge Ampeére.
Transporte éptimo

Los teoremas de regularidad de Caffarelli de la
década de 1990 representaron un gran avance
en nuestra comprensién en una tercera direc-
cién, de nuevo muy distinta de las anteriores.
Se trata de la ecuacién de Monge-Ampére, una
ecuacién en derivadas parciales que es altamen-
te no lineal y se utiliza por ejemplo para cons-
truir superficies de curvatura gaussiana dada.
El gran matematico ruso Pavel Alexandrov es-
tablecié importantes resultados de existencia.
Caffarelli, en colaboracién con Louis Nirenberg
y Joel Spruck, establecié propiedades esencia-
les de las soluciones, con notables contribucio-
nes adicionales de L. C. Evans y N. V. Krylov.
Mas tarde, Caffarelli cerré la brecha en nuestra
comprension de las singularidades al demostrar
que los ejemplos explicitamente conocidos de

soluciones singulares son los tinicos.

A partir de la ecuacién de Monge-Ampere,
Caffarelli dedicé varias obras al estudio de la
clase de ecuaciones llamadas completamente
no lineales. Su libro en colaboracién con X.
Cabré: Fully nonlinear elliptic equations, AMS
Colloquium Publications (1995) es una referen-

cia obligada en este tema.

Caffarelli, junto con sus colaboradores, ha apli-
cado estos resultados al problema de “trans-
porte éptimo de masa” de Monge-Kantorovich,
basandose en trabajos anteriores de Yann Bre-
nier. Su conocimiento de las ecuaciones de
Monge-Ampeére le permitié aportar contribu-

ciones fundamentales.

D. Operadores integro-diferenciales,
procesos no locales

Desde el comienzo de siglo se ha notado un

enorme interés en los mundos que se ocupan
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de las interacciones entre particulas o pobla-
ciones, o en el mundo de la informacién, por
reflejar las acciones a distancia, que tienen
efectos notables lejos del origen de la sefal,
¥ que, en particular, no siguen los conocidos
patrones de decaimiento de tipo browniano.
La forma candnica de estas interacciones es
lo que se conoce como procesos de Lévy en
probabilidad y como “operadores laplacianos
fraccionarios” en Analisis Matematico y EDPs.
El crecimiento de esta teoria en EDPs ha sido
espectacular en los ultimos 15 afios. Una refe-
rencia fundamental en el andlisis matematico
del area es el articulo de Luis Caffarelli y Luis
Silvestre: An extension problem related to
the fractional Laplacian. Aparecido en Comm.
Partial Differential Equations en 2007, anun-
ciaba una nueva época en la investigacién en
ecuaciones difusivas, y se ha convertido en es-
tos afios en referencia para los estudiosos del
area. Las aplicaciones del cdlculo fraccionario
son hoy dia variadas y numerosas: citemos flu-
jos cuasi-geostréficos, turbulencia, dindmica
molecular, mecanica cudntica relativista este-
lar, asi como varias aplicaciones en probabili-

dad y finanzas.

En un ejemplo paradigmatico, Luis Caffarelli
y Alexis Vasseur obtuvieron resultados pro-
fundos de regularidad para la ecuacién cuasi-
geostrofica, un modelo con aplicacién a la teo-
ria de los fluidos. En su articulo: Drift diffu-
sion equations with fractional diffusion and
the quasi-geostrophic equation, aparecido en
Annals of Mathematics en 2010, Caffarelli y
Vasseur demuestran la ausencia total de singu-
laridades en este modelo. Este resultado tiene
relacién con la posible existencia de singulari-

dades en el problema de Navier-Stokes.

En otra direccidn, las ideas cldsicas de super-
ficie minima y de perimetro de un sélido han
sido extendidas con éxito al contexto de las in-
teracciones a distancia gracias a Luis Caffarelli

y sus colaboradores, como J. M. Roquejofire,



O. Savin y E. Valdinoci. Estas lineas de investi-
gacidn estan llamadas a tener gran futuro y re-
flejan la profunda interaccién de la geometriay

la fisica en la mente de Caffarelli.

Por iltimo, la combinacién de las ideas no li-
neales de difusién de las dltimas décadas con
las interacciones no locales ha dado lugar a las
teorias de “difusion no lineal y no local” que
han sido desarrolladas en los ultimos afios, en
particular en proyectos con Espafia en una se-
rie de aplicaciones influyentes, y estan siendo
usadas en la modelizacién matematica de pro-
cesos en diversas ciencias. Ejemplo de esta vi-
talidad es, entre otros, el nuevo libro sobre el
tema: Integro-Differential Elliptic Equations,
anunciado este mismo afio (2023) por Xavier

Fernindez-Real y Xavier Ros-Oton.

E. Varios. Coda

Ademads, Caffarelli ha realizado contribuciones
sobresalientes ala teoria de la homogenizacién,
donde se busca caracterizar el comportamiento
efectivo o macroscépico de medios que tienen
una microestructura, por ejemplo, porque es-
tan formados por un material compuesto. Un
problema tipico se refiere a un medio poroso,
como un yacimiento de hidrocarburos, donde
se tiene una roca sélida con poros, que presenta
una estructura compleja y en gran medida des-

conocida, a través de la cual fluyen los fluidos.

Caffarelli es un matematico excepcionalmente
prolifico: ha escrito mas de 320 articulos ma-
tematicos en las mejores revistas con mas de
130 colaboradores, desde los mas ilustres a los
jévenes brillantes en busca de un futuro ma-
tematico. Ha tenido mas de 30 estudiantes de
doctorado durante un periodo de casi 5 décadas
y cuenta con mas de 150 descendientes. Com-
binando una visién geométrica brillante con
herramientas y métodos analiticos ingeniosos,

ha tenido y continta teniendo un enorme im-

pacto en el campo. En su discurso pronunciado
en Oslo el pasado mayo, el Profesor Jan Philip
Solovej, presidente de la Sociedad Matemati-
ca Europea, EMS, recordaba la impresién que
le causé de joven la lectura de los articulos de
Luis: “... there was this beautiful idea of contro-
lling or taming the scary difficulties by intuitive
geometric ideas of shapes. Taming difficulties
is what Mathematics is often about, and Prof.
Caffarelli has, more than anyone else, mastered

the art of taming irregularities”.

Junto a todo lo anterior estd la proverbial hos-
pitalidad y la merecida fama de ser un gran co-

cinero, en la tradicién argentino-italiana.

Luis Caffarelli en Espafia

Luis Caffarelli ha tenido una enorme influencia
en el desarrollo de las ecuaciones en derivadas
parciales en varios paises, principalmente EE.
UU., Argentina, Espaifia, Italia, Grecia, Corea
y China (por hacer breve la lista). Su colabo-
racién con autores espaiioles data del decenio
1980-1990. Tras conocerle en un congreso de
fronteras libres en Italia en el verano de 1981,
Juan Luis Vazquez hizo largas estancias en

Minnesota, donde entonces era profesor Luis

“DESDE 1986 A 1996 FUE
PROFESOR PERMANENTE
DEL INSTITUTE FOR
ADVANCED STUDY (IAS), DE
PRINCETON, FAMOSO POR
FIGURAS LEGENDARIAS
PRECEDENTES COMO A.
EINSTEIN, J. VON NEUMANN
Y R. OPPENHEIMER”

Caffarelli, y el contacto cientifico se concreté
con sus visitas regulares a Espaifia. Las cola-

boraciones realizadas desde esos anos inclu-
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“LA COLABORACION DE
LUIS A. CAFFARELLI CON
MATEMATICOS ESPANOLES
HA SIDO MUY INTENSA

Y FRUCTIFERA, POR LO
QUE LA REAL SOCIEDAD
MATEMATICA ESPANOLA LO
NOMBRO SOCIO DE HONOR
EN 2015”

yen un buen nimero de coautores espaiioles,
en particular Xavier Cabré (con quien escri-
bié en 1995 un libro famoso, ya mencionado),
Antonio Cérdoba, Ireneo Peral, Rafael de la
Llave, Fernando Soria, Maria del Mar Gon-
zalez y Juan Luis Vazquez, entre otros. Estas
colaboraciones con autores espafioles versan
sobre problemas de regularidad de ecuaciones
altamente no lineales y los problemas de cam-
bio de fase y fronteras libres, temas en los que
su liderazgo es incontestado. De hecho, Juan
Luis Vazquez, coautor durante muchos afos
de Luis, le dedicé su libro més conocido 7%e
Porous Medium Equation (Oxford Univ. Press,
2007), debido a las muchas paginas que reco-

gen ideas del maestro.

Luis ha participado en numerosos cursos y
escuelas en Espafia, muy en particular en los
Cursos de Verano de la UIMP que junto con
él organizamos en el incomparable marco del
Palacio de la Magdalena de Santander, cursos
que Luis inspiré y que copatrociné la UAM,
universidad que visité con cierta frecuencia
desde 1986 a 2017. Estos cursos contaron con
el apoyo decidido del rector Ernest Lluch,
eximio protector de las ciencias en la UIMP y
amigo de Luis. La decidida orientacién inter-
nacional respondia a las ideas de Luis, pero so-
mos testigos de que no era facil de implemen-
tar con las reglas existentes. Seflalemos que
la serie de escuelas de los afios 80 y 90 siguié

bajo el rector Salvador Ordéiiez entre 2010 y
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2015. Pero no hemos de olvidar sus fuertes la-
zos con Barcelona y Granada, por ejemplo. En
los ultimos afnos Luis ha estado involucrado
con muchos matematicos espaioles en el estu-
dio de los problemas de difusién anémala con
operadores no locales, como hemos resefiado
en la seccién 2.5. Ademas, ha sido otra fuente
de amistades y viajes, asi como de angustias
y placeres matematicos. Entre los colabora-
dores de las jévenes generaciones se cuentan
Fernando Charro, Xavier Ros-Otén, Joaquim

Serra y Maria Soria.

Por otro lado, Caffarelli pertenece, desde su
fundacién en 1985, al comité editorial de la
Revista Matemadtica Iberoamericana, revista
matematica de la Real Sociedad Matematica
Espainola (RSME) con gran prestigio interna-

cional. En reconocimiento a su labor Luis fue

“LUIS CAFFARELLI HA
SIDO, EL SOLO, TODA UNA
UNIVERSIDAD NO LINEAL
PARA EL MUNDO”

nombrado Doctor Honoris Causa por la Uni-
versidad Auténoma de Madrid en 1992. Desde
2015 Luis es académico extranjero de la Real
Academia de Ciencias de Espaiia. En 2017 Luis
recibié con ocasion del primer congreso con-
junto UMA-RSME el premio Rey Pastor.

Como se ha mencionado, la colaboracién de
Luis A. Caffarelli con matemdticos espafioles
ha sido muy intensa y fructifera, por lo que la
Real Sociedad Matematica Espafiola lo nom-
bré Socio de Honor en 2015. La profundidad
de sus ideas, la amplitud de sus temas, unida a
su generosidad y al trato sencillo, han cimen-
tado su fama en todos los continentes, y con
todos los continentes nos referimos a gente
que conocemos en todos ellos. Luis ha sido,
él solo, toda una universidad no lineal para el

mundo.



